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Visando entender as diferenc¸as entre as propriedades dinaˆmicas dos materiais granulares e as propriedades
dinaˆmicas dos l´ıquidos, foram realizados experimentos usando a´gua e gra˜os de arroz e ac¸u´car. Os experimentos
requerem poucos recursos e foram pensados para que possam ser desenvolvidos com facilidade na sala de aula
ou num laborato´rio de ensino. Os resultados mostraram que o fluxo de gra˜os difere significativamente do fluxo
de l´ıquidos.
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In order to understand the differences in the dynamic properties between granular materials and liquids,
experiments using water, rice and sugar grains were performed. The experiments require few material resources
and were thought so as to be easily made in a classroom or in a teaching laboratory. The results showed that
grain’s flow differs significantly from that of liquids.
Keywords: granular materials, dynamic properties, liquids.
1. Introduc¸a˜o
A histo´ria dos materiais granulares e´ longa. Mesmo as-
sim, a tecnologia para manipular e controlar os materi-
ais granulares apresenta um desenvolvimento defasado
quando comparada a` dos fluidos.
Os livros de texto ba´sicos de f´ısica para engenharias
raramente abordam os materiais granulares. Mais raro
ainda e´ encontrar descric¸a˜o de experimentos que o pro-
fessor possa usar com seus alunos na sala de aula ou
como pra´tica de laborato´rio.
Num artigo anterior[1] apresentamos uma breve re-
visa˜o da literatura sobre este tema e sugerimos al-
guns experimentos simples. Aqui discutimos outros treˆs
tipos de experimentos que visam entender as diferenc¸as
das propriedades dinaˆmicas dos materiais granulares
(arroz e ac¸u´car) comparadas a`s propriedades dinaˆmicas
dos l´ıquidos (a´gua).
2. Me´todos e resultados
2.1. Tempos de esvaziamento
A Fig. 1 ilustra a geometria dos cilindros de diaˆmetroD
usados nos experimentos e seus principais paraˆmetros.
Inicialmente o cilindro era preenchido ate´ uma altura
h com gra˜os e o furo, de diaˆmetro d, na superf´ıcie in-
ferior, era tampado. Foi cronometrado o tempo entre
a liberac¸a˜o da tampa do furo na superf´ıcie inferior e
o momento em que os gra˜os cessavam seu movimento.
Parte dos gra˜os na˜o saiu espontaneamente do cilindro
e formou-se um cone truncado e invertido de altura hr
como indicado a` direita. No caso da a´gua, o crite´rio
escolhido para parar o cronoˆmetro foi o aparecimento
de redemoinhos.
Os gra˜os de ac¸u´car eram aproximadamente esfe´-
ricos, com diaˆmetro me´dio de 1,0 mm e os de ar-
roz, cil´ındricos, com comprimento me´dio de 6,3 mm e
diaˆmetro me´dio de 1,8 mm.
A Fig. 2 representa o tempo que um cilindro de
diaˆmetro D = 190 mm, preenchido com gra˜os de ar-
roz (quadrado), ac¸u´car (c´ırculo) e a´gua (triaˆngulo), ate´
uma altura h = 215 mm, demora para esvaziar ate´ a
situac¸a˜o de equil´ıbrio. Isto e´, ate´ o momento em que
os gra˜os esta˜o formando um cone com aˆngulo cr´ıtico.
Arroz e ac¸u´car representam meios granulares e a a´gua
e´ um exemplo de meio l´ıquido.
Como era de se esperar o tempo de esvaziamento
diminui com o aumento do diaˆmetro do furo no cilin-
dro. Para um mesmo diaˆmetro do furo, por exemplo,
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d = 15 mm, o tempo de esvaziamento do arroz e´ maior
ao tempo correspondente para o ac¸u´car, e este, por sua
vez, maior que o tempo medido usando a a´gua. Isto esta´
correlacionado com a diminuic¸a˜o do tamanho me´dio de
gra˜os. No caso da a´gua, teoricamente este “tamanho”
pode ser considerado nulo.
Figura 1 - Representac¸a˜o do cilindro usado no experimento des-
crito. Inicialmente o cilindro foi preenchido de gra˜os ate´ a altura
h com o furo na superf´ıcie inferior tampado. Foi medido o tempo
desde a liberac¸a˜o da tampa do furo na superf´ıcie inferior ate´ o mo-
mento em que deixava de existir a queda de gra˜os, que formavam
um cilindro truncado como representado a` direita.
Figura 2 - Tempos de esvaziamento (t) de um cilindro em func¸a˜o
do diaˆmetro (d) do furo na superf´ıcie inferior para gra˜os de ar-
roz (quadrado), de ac¸u´car (c´ırculo) e a´gua (triaˆngulo). As linhas
cont´ınuas sa˜o o melhor ajuste dos dados experimentais a` Eq. (1).
Os pontos experimentais da Fig. 2 foram ajustados
a um modelo emp´ırico dado pela Eq. (1)
tT =
C1(
d− d0
D
)n , (1)
onde d = d0 e´ uma ass´ıntota vertical que indica o
diaˆmetro mı´nimo do furo para que os gra˜os caiam. A
Eq. (1) expressa a proporcionalidade inversa existente
entre o tempo de esvaziamento (tT ) e o diaˆmetro do
furo (d). A constante de ajuste C leva em considerac¸a˜o
a contribuic¸a˜o de outras varia´veis como a altura inicial
dos gra˜os (h) e os coeficientes de atrito entre os gra˜os
e dos gra˜os com as paredes do cilindro. Os valores dos
paraˆmetros C, n e d0, obtidos dos ajustes, aparecem na
Tabela 1.
Tabela 1 - Dados experimentais dos ajustes dos pontos experi-
mentais da Fig. 2 a` Eq. (1).
C (s) n d0 (mm)
Arroz 15 0,51 13
Ac¸u´car 0,19 2,3 2,2
A´gua 3,4 1,3 0
O diaˆmetro mı´nimo do furo (d0) no caso da a´gua
e´ teoricamente nulo, pore´m, em termos pra´ticos, isso
na˜o e´ verdade devido ao fato que para diaˆmetros muito
pequenos o fluxo na˜o e´ laminar. Pequenas imperfeic¸o˜es
na forma do furo se mostram relevantes.
E´ interessante notar que mesmo sendo de 1 mm
o diaˆmetro me´dio dos gra˜os de ac¸u´car, estes na˜o
comec¸aram a cair ate´ que o diaˆmetro do furo do cilin-
dro fosse de 2,2 mm. Isto significa que existem forc¸as
de coesa˜o entre os gra˜os de ac¸u´car que impedem a
queda dos gra˜os na˜o apoiados. Igualmente acontece
para os gra˜os de arroz, onde seu comprimento me´dio
e´ de 6,3 mm e o fluxo so´ ocorre para furos do cilindro
com diaˆmetro maior que 13 mm. Os paraˆmetros C e n
na˜o mostraram uma variac¸a˜o sistema´tica.
2.2. Tempos de esvaziamentos parciais
Outro experimento foi desenvolvido com a ide´ia de
ilustrar a diferenc¸a nas propriedades dinaˆmicas entre
gra˜os e l´ıquidos. Foi usado o mesmo tipo de cilindro
da Fig. 1. Pore´m, desta vez, mediu-se o tempo (ti)
que se levava para preencher uma sequeˆncia de copos
menores com forma cil´ındrica de diaˆmetro 68 mm e al-
tura 80 mm. Uma vez que o copo de nu´mero i era
preenchido trocava-se pelo copo de nu´mero (i + 1). O
u´ltimo copo em cada se´rie de medidas foi descartado,
pois na˜o era preenchido completamente. Valores de i
maiores representam os copos preenchidos por u´ltimo,
ou seja, quando a pilha de gra˜os estava perto da con-
figurac¸a˜o cr´ıtica ou a a´gua na imineˆncia de criar rede-
moinhos.
A Fig. 3 mostra os resultados das medidas de tem-
pos de esvaziamento parciais (ti) de um cilindro com
gra˜os de arroz e ac¸u´car e a´gua em func¸a˜o do ı´ndice
da sequ¨eˆncia de copos i. Em cada caso, foram feitas
medidas para cilindros com furos de diaˆmetro diferente
(s´ımbolos abertos e fechados do mesmo tipo).
Como esperado, o aumento no diaˆmetro do furo (de
s´ımbolo aberto para fechado) diminuiu os tempos de es-
vaziamentos parciais, em todos os casos. Pore´m, existe
uma diferenc¸a significativa entre a a´gua (triaˆngulos) e
os gra˜os (quadrados e c´ırculos) neste gra´fico: o tempo
gasto para preencher copos sucessivos no caso dos gra˜os
na˜o aumenta a` medida que i aumenta (conforme o
cilindro vai se esvaziando). Ja´ com o l´ıquido, a` me-
dida que a altura da coluna cheia do cilindro diminui
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tambe´m diminui a vaza˜o pelo furo inferior e o copo co-
letor demora mais tempo para se completar.
Figura 3 - Tempos de esvaziamento parciais (ti) de um cilin-
dro com gra˜os de arroz (quadrados) e ac¸u´car (c´ırculos) e a´gua
(triaˆngulos) em func¸a˜o do ı´ndice da sequ¨eˆncia de copos (i).
Em cada caso foram feitas medidas para cilindros com furos de
diaˆmetro diferente (s´ımbolos abertos e fechados do mesmo tipo).
Dos cursos ba´sicos de f´ısica sabemos que com o
aumento da profundidade na coluna de um l´ıquido
aumenta a pressa˜o e consequentemente a vaza˜o da
a´gua por um furo no fundo do cilindro deve aumen-
tar tambe´m. Em outras palavras, se a altura da coluna
de a´gua diminui deve diminuir a vaza˜o, como verificado
nesta experieˆncia.
Entretanto, o mesmo argumento na˜o e´ va´lido para
gra˜os. A distribuic¸a˜o de presso˜es no interior de um
cilindro cheio de gra˜os na˜o aumenta com a profundi-
dade. Um experimento simples que prova este fato pode
ser encontrado em outro artigo desta mesma revista [1].
O peso das camadas superiores de gra˜os e´ transmitido
majoritariamente para as laterais e e´ contrabalanc¸ado
pela rigidez do recipiente. Isto faz com que a pressa˜o
no fundo do cilindro cheio de gra˜os seja aproximada-
mente independente do tempo e, consequentemente, do
nu´mero i do copo em nosso experimento.
2.3. Tubo no plano inclinado
Para um fluido Newtoniano (aquele na qual a tensa˜o
de cisalhamento e´ diretamente proporcional a` taxa de
deformac¸a˜o) em regime de fluxo laminar e´ va´lida a
equac¸a˜o de Hagen-Poiseuille[2]
Q =
pi ·∆P
128 · L · µ ·D
4, (2)
onde Q e´ a vaza˜o volume´trica, ∆P e´ a variac¸a˜o de
pressa˜o entre os extremos do tubo, L e´ o comprimento
do tubo, µ e´ a viscosidade dinaˆmica e D e´ o diaˆmetro
do tubo. Queremos verificar se uma lei ana´loga e´ va´lida
para gra˜os.
2.3.1. Vaza˜o como func¸a˜o do comprimento
No primeiro experimento tubos de comprimento (L)
varia´vel completo por gra˜os de arroz de massa total m,
inclinados em um aˆngulo θ (como ilustrado na Fig. 4),
tiveram medidos seus tempos (t) de esvaziamento com-
pleto. O diaˆmetro dos tubos foi mantido constante
(D = 2,2 cm).
Figura 4 - Esquema do experimento em que foram medidos os
tempos t de esvaziamento dos tubos de comprimento L com
diaˆmetro D e com inclinac¸a˜o de aˆngulo θ.
Os resultados, representados na Fig. 5, relacionam
a vaza˜o ma´ssica de gra˜os que deixaram o tubo (m/t)
em func¸a˜o do inverso do comprimento L de cada um
dos tubos testados, para os aˆngulos de 30◦ (s´ımbolos
abertos) e 33◦ (s´ımbolos fechados) com gra˜os de arroz
(quadrados) e ac¸u´car (c´ırculos).
Figura 5 - Vaza˜o ma´ssica (m/t) em func¸a˜o do inverso do com-
primento L do tubo para os aˆngulos de 30◦ (s´ımbolos abertos)
e 33◦ (s´ımbolos fechados) e gra˜os de arroz (quadrados) e ac¸u´car
(c´ırculos).
Como era de se esperar a vaza˜o aumenta com o au-
mento do aˆngulo de inclinac¸a˜o do plano inclinado para
os comprimentos de tubos testados e os dois tipos de
gra˜os. Para um mesmo aˆngulo de inclinac¸a˜o do plano
inclinado e igual comprimento do tubo a vaza˜o dos
gra˜os de arroz e´ maior que a vaza˜o dos gra˜os de ac¸u´car.
Inicialmente achamos contradito´rio este u´ltimo re-
sultado, devido ao fato de que os gra˜os de ac¸u´car
sa˜o menores e consequentemente ficam compacta-
dos em maior grau comparados aos gra˜os de arroz.
Raciocina´vamos que a vaza˜o devia aumentar com o au-
mento da compactac¸a˜o dos gra˜os. O erro esta´ em que
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outro fator, o atrito entre os gra˜os e entre as paredes
do recipiente e os gra˜os, desempenha um papel prepon-
derante. As forc¸as de atrito entre os gra˜os de ac¸u´car
e entre o tubo e os gra˜os de ac¸u´car sa˜o muito maiores
que as correspondentes forc¸as de atrito com gra˜os de
arroz. Quanto maior o atrito menor a vaza˜o, como foi
observado experimentalmente.
Outro detalhe interessante e´ que a vaza˜o dos gra˜os
de arroz e ac¸u´car na˜o se comporta de forma ana´loga
a` Eq. (2). Segundo esta equac¸a˜o o gra´fico devia ser
uma reta com aˆngulo de inclinac¸a˜o positivo. No ar-
roz, para os dois aˆngulos estudados, os pontos pode-
riam ser descritos aproximadamente por uma reta de
inclinac¸a˜o negativa. Para os gra˜os de ac¸u´car a vaza˜o
poderia ser descrita aproximadamente com uma reta
horizontal. Isto reflete uma diferenc¸a radical entre as
propriedades dinaˆmicas de gra˜os e l´ıquidos.
2.3.2. Vaza˜o como func¸a˜o do diaˆmetro
Usando a mesma montagem experimental da Fig. 4,
mediram-se os tempos de esvaziamento dos tubos como
func¸a˜o do diaˆmetro, pore´m agora o comprimento foi
mantido fixo (L= 0,50 m). As medidas foram repetidas
para va´rios aˆngulos de inclinac¸a˜o. A vaza˜o (m/t) dos
gra˜os de arroz e de ac¸u´car como func¸a˜o do diaˆmetro
dos tubos e´ mostrada nas Figs. 6 e 7, respectivamente.
Como esperado a vaza˜o aumenta com o aumento
do diaˆmetro do tubo. Assim como a vaza˜o tambe´m au-
menta com o aumento do aˆngulo de inclinac¸a˜o do plano
inclinado.
Visando comparar os resultados experimentais a`
Eq. (2), as linhas nas Figs. 6 e 7 representam um ajuste
dos pontos a` seguinte equac¸a˜o
Figura 6 - Vaza˜o como func¸a˜o do diaˆmetro para gra˜os de ar-
roz, com tubos de comprimento fixo, inclinados em aˆngulos de
24◦ (triaˆngulo invertido), 27◦ (triaˆngulo), 30◦ (c´ırculo) e 33◦
(quadrado). As linhas representam um ajuste dos pontos ex-
perimentais a` Eq. (3).
Figura 7 - Vaza˜o como func¸a˜o do diaˆmetro para gra˜os de
ac¸u´car, com tubos de comprimento fixo, inclinados em aˆngulos
de 30◦ (triaˆngulo invertido), 33◦ (triaˆngulo), 35◦ (c´ırculo) e 37◦
(quadrado), com a vaza˜o como func¸a˜o dos diaˆmetros varia´veis. As
linhas representam um ajuste dos pontos experimentais a` Eq. (3).
Q = P1 ·DP2 , (3)
onde P1 e P2 sa˜o paraˆmetros de ajuste. Os valores obti-
dos para os diferentes aˆngulos de inclinac¸a˜o do plano
inclinado no caso dos gra˜os de arroz e de ac¸u´car sa˜o
mostrados na Tabela 2.
Tabela 2 - Paraˆmetros obtidos do ajuste dos dados experimentais
a Eq. (3) para os gra˜os de arroz e de ac¸u´car.
Arroz Ac¸u´car
θ P1 P2 θ P1 P2
33 3,5 3,4 37 27,2 1,7
30 4,8 2,5 35 6,8 2,5
27 1,6 2,6 33 6,8 2,4
24 0,29 3,4 30 1,9 2,8
Como descrito na Tabela 2, nenhum dos expoentes
atingiu o valor 4, o que significa que o modelo que leva
a` Eq. (2) precisa ser melhorado para os gra˜os.
A diferenc¸a entre os paraˆmetros dos diferentes
aˆngulos talvez se deva a` variac¸a˜o da pressa˜o na extremi-
dade do tubo, que se altera com a diferenc¸a dos aˆngulos.
3. Conclusa˜o
Este artigo apresenta experimentos simples que visam
entender as diferenc¸as entre as propriedades dinaˆmicas
dos materiais granulares (arroz e ac¸u´car) e as pro-
priedades dinaˆmicas dos l´ıquidos (a´gua). Estes podem
ser desenvolvidos pelo professor no laborato´rio ou em
sala de aula usando poucos recursos.
Encontramos uma relac¸a˜o inversa entre o tempo de
esvaziamento e o diaˆmetro de um furo na parte inferior
de um cilindro. Para os gra˜os de ac¸u´car e de arroz e´
interessante notar que so´ existe vaza˜o para diaˆmetros
de furo do cilindro em teste maiores que o diaˆmetro
me´dio dos gra˜os. Isto significa que existem forc¸as de
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coesa˜o entre os gra˜os que impedem a queda dos gra˜os
na˜o apoiados.
No segundo experimento medimos os tempos de es-
vaziamentos parciais. Existe uma diferenc¸a evidente
entre l´ıquidos e gra˜os: o tempo gasto para preencher
copos sucessivos no caso dos gra˜os na˜o aumenta con-
forme o cilindro vai se esvaziando. Ja´ com o l´ıquido, a`
medida que a altura da coluna cheia do cilindro diminui
tambe´m diminui a vaza˜o pelo furo inferior e o copo co-
letor demora mais tempo para se completar.
No primeiro dos experimentos no plano inclinado,
fixamos o diaˆmetro do cilindro e variamos o compri-
mento do mesmo. A vaza˜o dos gra˜os na˜o se comportou
de forma ana´loga a` equac¸a˜o de Hagen-Poiseuille. No
segundo experimento, fixamos o comprimento do cilin-
dro e variamos seu diaˆmetro. Nos dois casos a vaza˜o
dos gra˜os de arroz foi maior que a vaza˜o dos gra˜os de
ac¸u´car quando os aˆngulos de inclinac¸a˜o do plano incli-
nado foram de 30◦ e 33◦. Este resultado se explica pelo
fato que as forc¸as de atrito entre os gra˜os de ac¸u´car e
entre o tubo e os gra˜os de ac¸u´car sa˜o muito maiores que
as correspondentes forc¸as de atrito com gra˜os de arroz.
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